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John Milnor fikk sitt ferste matematiske arbeid antatt for publikasjon i oktober 1949,
kun 18 ar gammel. Arbeidet dreide seg om “knutegeometri”. Den tyske matematikeren
Werner Fenchel, ansatt ved universitetet i Kebenhavn, viste i 1929 at totalkrumningen
til en lukket kurve i rommet alltid er minst 27, et resultat som ble utvidet til a gjelde
for vilkarlig dimensjon av polakken Karol Borsuk i 1949. Milnors resultat kombinerer
Fenchel-Borsuk med knuteteori og sier at for en ikke-triviell knute, sa er totalkrumnin-
gen minst 4, dvs. minst to hele rotasjoner. Resultatet ble vist uavhengig, men omtrent
samtidig, av ungareren Istvan Fary og resultatet gar na under navnet Fary-Milnors teo-

rem.

Knuteteori

Kuteteori er en matematisk teori som beskriver

knuter. Med en knute forstar vi en lukket kurve

1 rommet, sa knuten

har ingen &pne h

ender. Vi kan tegne

en knute som en plan _ ﬁ_ k /3,__ —

kurve, der vi i hvert _

kryss angir hvilken L—/\}R_ _ )

del av snoren som \ \/

gér over og hvilken —

som gEO:I' under, Shk, Et eksempel pd en knute

som pa figuren. Vi

sier at to knuter er ekvivalente dersom vi kan

bringen den ene over i den andre bare ved a dra

og skyve pa tauet, uten 4 kutte og skjgte. Den en-

kleste av alle knuter, sirkelen, kalles en uknute,
siden det ikke er en knute
1 vanlig forstand, men er
en knute i matematisk for-
stand. Tegningen viser to
utgaver av en uknute, den

venstre er noksd apenbart

en uknute, men den til

hgyre er ogsd en uknute, begge de to krgllene lar
seg rette ut uten a kutte tauet.

Krumning av kurver i rommet

Milnors 1949-avhandling dreier seg om krumn-
ing av knuter. Krumningen til en kurve er en stgr-
relse vi angir i hvert eneste punkt pa kurven og
som sier noe om hvor buet kurven er i dette punk-
tet. En rett linje har krumning O i alle punkter,
mens en sirkel har konstant krumning gitt ved 1

—C
.-"----F- H‘\'

-



delt med radius til sirkelen. Det betyr at en liten
sirkel har stor krumning, og en stor sirkel har
liten krumning. Den totale krumningen finner vi
ved & summere krumningen i alle punkter pa kur-
ven. For en sirkel, med konstant krumning, far vi
krumning multiplisert med lengden av sirkelen,

dvs.
(1/R)* 2mR= 21
Dette stemmer

godt overens med
Fenchels  resultat
fra 1929, som sier
at totalkrumingen
er minst 25w, og at
vi har likhet dersom
kurven er plan kon-
veks, slik som sir-
kelen vi har sett pa.

Fary-Milnors teorem

Milnors ungdomsarbeid har i ettertid fatt navnet
Féary-Milnors teorem. Grunnen til det doble
navnet er at ungareren Istvdn Fary samtidig og
uavhengig ogsa beviste teoremet.

Féary-Milnors resultat sier at dersom en knute ikke
er en uknute, si ma den totale krumningen vare
minst 47t. Vi ma altsa lede snora minst to ganger
rundt for at det skal bli en ordentlig knute. Den
enkleste ikke-trivielle knuten er det som kalles en
vanlig knute, eller trefoil knot pa engelsk. Det er
realtivt lett & godta at denne knuten har krumning
minst 4, ved a fglge kurven. Ser vi bort fra de
omradene vi gar over eller under sa vil den plane
projeksjonen av kurven ha totalkrumning 4, el-
ler to hele runder. I over- og undergangene vil vi
i tillegg fa litt krumning i retningen ut og inn av
arket, sa totalen vil bli 47t pluss det som kommer
i tillegg 1 kryssene.

Det er verdt & merke seg at Fary-Milnors resul-
tat bare gir oss en logisk slutning den ene veien.
Dersom vi har & gjgre med en ikke-triviell knute,
sa er krumningen mer enn 47. Men det motsatte
er ikke sant. Vi kan godt ha kurver med krumning
langt over 47t som er uknuter, slik som pa figuren.

Vakte oppsikt
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Milnors resultat for knuteresultatet benytter seg
av relativ enkel matematikk, men er gjort pa en
elegant mate. Det vakte selvfglgelig oppsikt at
en 18 ar gammel gutt kunne komme opp med et
slikt resultat og at artikkelen hans i tillegg var
velskrevet og modent formulert. Det hele bar bud
om at et stort talent hadde presentert seg for det
matematiske samfunnet.
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Intreduction

Thee daial rurmruler | §%(e) | i of n closed curve O of class ©, & guantity
B
which measares the total tuming of the tasgent vecior, was stsdied by W.
Fenchel, who proved, im 1024, that, in three dimensionsl space, -||' i de &
a

2, exquality holding only for plane convex curves. K. Borsuk, in 147, extended
this rsult 1o & disnensions] spaee, and, in the same paper, conjectared that the
tofal curvatgre of & ksol in thoee dimessions] sgooe must exoeed dr. A prool
of thim conjecture i= presmnisd below,!

In proving thds proposition, ase will be made of & definition, suggested by B H.
Fox, of tolal curvature which is applieshle 1o anp closed eurve. This genersl
definition &= validated by showisg that the generalized total marvature ofC) s

eiqual o ]Ir §rie) | do for any clesd cumve O of class 7, Furthermaone, e
T

thearem of Fenchel and Horask is troe for asy clossd csrve, if the new definizion
of total curvatare is used

Closely related to the concept of total curvatare is & new invarient o), the
croskedness of the wstepy type § of closed surves. This is either & positive in-
toger or =, aocondisg as the type & is or is sol represented by & polyges. In
terms of the concept of crookedness it is possible to provide an allernative
formuslition of the genembissd tofal surveture &8 8 Lebesgue imtegrl over sn
(m — 1) dimessional sphere. The crookedsess o) of a type § of simple chosed
eurves is rommected with the total curvatumes of its representative curves © by
ihe Nandamental relation 2eulf) = glb. o). Genenlly speaking ihis lower
i B Bl albained.

In the eourse of the pager srvernl intermsting incidental resulis are obvisined
if the total curvature of B simple closed carve is finkte, thes thero is an Eeerbed
v, naedl also i the curve s knotted fbere must
loasi s podmls,

r mubedamlisl peistasee in A ireparation of

h inkersecls i e

i to It H. Fox

ihis paper.

1. The Total Carvatuss of & Clessd Polygon

By n olosed polpgon I im Euclidean n-space 8", » & 1, will be
wegiiemen of polais a , & , § ey 5 e = B of which s Peguil
Vs the pompleibon of ikls paper, ikees has sppennsl sn independant e, by 1
Firy, that U m.-..qu 1) | de B de hadda for ¥l kisia |
LT




