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IV.

Oplésning af et Par Opgaver ved
Hjelp af bestemte Integraler,

Af
N. H. Abel,

I‘

Det er som bekjendt ofte Tillzldet, at man ved
Hijelp af bestemte Integraler {intégrales difinies) kan
oplose mange Opgaver, som man paa anden Maade
eunten aldeles ikke eller,dog meget vanskelig kan op.
16se, og i:@r har man anvendt dem med Held paa
Oplésningen at flere vanskecl'ge Opgaver i Mechani.
ken, [ Ex. om Beveagelsen af en elastisk Flade, i
Bolgetheorien &ec. En anden Anveudelse af disse In.
tegraler vil jeg vise i Oplosningen af tolgende Op-
gave T

"Lad CB Tavlel, Fig.4, veere en horiznntal Linie, Aet
*aivet Punki; 4B lodret paa BC, AM enkrum Linie,.
hyis retvinklede Keordimater ere 4P=z. PM=y.
"Endvidere vare AB—=a og KM=—s. Tznpkerman
“sig at et Legeme gjennemlober Buen CA med en
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YInitial-Hastighed =0, saa vil Tiden T, som det bru-
»ger til at giennemlsbe hele Buen C4, vere afhien-
?gig af Kurvens Natur og af @, Man forlanger at
hestemme den krumme Linie KCA saaledes, at Ti-
"den T bliver lig en given Funktion af @, f, Ex, ¢a.”

Som bekjendt er, naar Hastigheden af Legemet i M
kaldes % og Tiden, som ‘det bruger til at gjennemlihe
Buen CM, ¢

h:}’BP = T(z—x ogdt—_-.-—-i;—

altsaa ,
ds

Ol —— ey e

a—zx
eg naar man imegrerer-

For at have T maa man tage Integralet fra x=—a til
Z=—0 og man har altsaa: :

ds
Tie= = fra w==to 5 til o=}
a—zx

Da nu 7 er lig Va, saa bliver altsaa Ligningen

o= S

Istedetfor at oplose denne Ligning, vil jeg i Almin-
delighed vise, hvorledes man kan finde s af Ligningen:

ds . ’
Ve — j (a—z)m (fra z=0 til 2=q)

hvor # er mindre end 1, for at ikke Integralet skal
blive uendeligt mellem de givne Grendser; ¥z eren
hvilkensomhelst Funktion, der ikke bliver uendelig
naar a==o,

(fra x=0 Hil *==a)
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Man s@tte $=—13 o (M zm , hyor = ¢ (Mzm har {6lgen-
de Verdie _
Sa(m) zm == g(m) gm' . gm) gm¥ L ymihzm 1 &,
in inf, |

Differentieres, saa faaer man

ds = = ma(m z (m—)dx

altsaa
d  Zmam zm-1
(@a—z)n 7 (e—2z)

lnlegrerer man, saa faaer man:

m—1
a_x,)n fzmm( ) a_x)n (.;,___u, «b-—-ﬂ)
am—idy rm—1dx
Nuerfzma(mi—;-—-=2 a(mm — )
(a—

= @@=y
ds
altsaa da ./Em =Ya
Vg = Za™m ﬂ-”(mo x=a)
(“—xJ“ :

Verdien af Integralet / ok ('r—n x=a) findes

z)

let saaledes:
Man sette * —a, t, saaer: FM—amim, mam—idz
—ma™tm—1dt
(a——a:)n (a—at)yn —=an, (1 —1)", altsaa:
mz™—ldx __ mam—ntm—1dt

(a—a)» (x=—2)n
og naar man integrerer:
zm—1idz tm—'ld't fx:o r=0
————=—nigm-n,
(a—x)n (1—:)“ .x.—._:z Z._—_'l}
Nu har manfﬂ_—'ld—t- {iee=n t_—_1)=r._(_l__._ﬂ;£(_.”fl
1—t)n : I(m—nfa1)

hvor T'(m) er ‘en Funktion, der er bestemt ved Lig-
llingelnc
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r(m$l) = m.T(m), T(I) =1 ")

t m—idp

= %8

legges Ma@rke til at mT (m) =T (m+1) saa faaer man
% fxm—ldz L(=n) . DOm) og

(a—-z)n o T'(m—n+l)
Indswmites denne Verdie i Udirykket for ¥a saa faser
man:

Inlszties denne Verdie for Integralet

s P8 F —n Lm41)
Ya=—TI(l—n),Za ™ am * Fom—nael)

Lad ¥a vere=— =8 ® ,2k saa har man

L(l-n).T(m+1) )2
Ep(k).a = _I‘(;-l:n—}- ]_J , alm) gmen
Skal denne Ligning finde Sted, saa maa man have
i m—n=k, altsaa m=n-+k, og
T(1—n).T (m+1) = _TI(-n) I‘(ﬂ+k+l) i

o I (m—n+l)’ I (k41)

altsaa : .
rek4-1) .
r(l-n), I‘{n.!.k-}-l}

tk.dt ey I(n) .T'k41)
Nu er: ._/‘(l (Fra' b= ="" (n+k+)

a(m) —

folgelig:
- %) ek,
(m) — e ——— (=0, =—
& =rm.r(i—n) ,_/.El-—f)l—n =Re. 0
Maultipliceres med 2™ ==z * k, saa fazer man

z 3K, (xz k. de '
a(mizm — =, I‘Ll—n\ ‘/' (\t==0, t==1)

*) Denne merkverdige Funktious Egenskaber ere vidte
loftigen udviklede af Legendre i haus Vark Exers
cices de calcul intégral T. 1. og 1L
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og heraf:

o o7 zn = (B (22)k)de
Ze e Tk T
nu er Talm 2™ — g ‘og I &) (zt)k = ¥(xt)

alisaa:
¥ (zt).de
= r(l—n) f(l e (t=0, t=1)

Legges endvidere Merke til at man har T'(n) , T (l—n)

saa bliver Verdien af s

 sin nx
sin nz. 2® ¥ (20). de

= (1 01 - (=0, tz=l)

Af det Foregaaende flyder [olgende merkvardis
ge Theorem:
"Naar man har

ds Sl et
Vi o= f @ e (z=0 z=—ad)

“saa har man ogsaa
__sinnr ?(xt) de
§ == AR (= o.t—'l)

Lad os nu anvende rleitc paa ngmngen

?4—/— ——'—(::.._o, z=—a)

a-—x

Man har i dette Tillelde n=}, alisaa 1—n=}, og
folgelig:

¥ (at) . dt

1=z

Dette er altsaa ngmngen_for den stgte Kurve mel-
lem Abscissen z og den tilsvarende Bues, hvoraklet
en Ligning mellem retvinklede Koordinater udledes,
da nemlig ds? =dz? 4 dy?,

(t=o, i2==1)
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Lad os nu anvende den foregaaende Opldsning
paa nogle specielle Tilfxlde: :

1) At finde den krumme Linie, som har den Egen-
skab, at Tiden, som et Legeme bruger til at gjennem-
lébe en vis Bue, forholder sig som den nte Potens af
den Hoide hvorigjennem Legemet er falden:

I dette Tilfzlde er ¥a—c, a® hyor ¢ er en kon-
stant Storrelse, altsaa: ¥ (2t) —ca» ., folgelig:

n. 1
s-—-—-rx f i dt___x +?i. f L —— (=0, =)

'fl-—t = 1—
1 in dt c
yeard settes =—
a tlsaa naar rl_
s — C, an + %

heraf faaes :
ds — (n-}1) C. a2v—idz
as® = (@41 C)% an * 1dz? —=dy? 4. dz?
hvoraf
dy = dz. [ k.21 naar((n+1) C)? swttes — k
og altsaa bliver Ligningen for den sogte Linie

¥ =fdx.]"k.zan-1,1
Smttes 7= 41 saa faaer man z"""2=1 og altsaa
¥ =fdx. (=1 = Wz, P E—1

Den ségte Linie er altsaa en ret Linie,

2) At finde en Ligning for Ligetids-Linien (linea
isochrona).

Da Tiden skal veere unafhengig af det gjennem-
16hne Bum, saa har man ¥a=—c¢ ogaltsaa

g r-'f-'— d dt A 23
e -/l’l':? (=0, t=1)
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iz ek X o b ke o e
N 1 . — — =l
folgeligs x, hvor 9w‘/‘}, l—t( 0, )

Dette er som bekjendt Ligningen for Cykloiden.
Vi have seet at naar

ds .
ve= L (=0 =)

sm ne Y(xt).dt o LT
f (1—z)i—n &% =)

Man kcn ogsaa udtrykke s paa en anden Maade, som
jeg for dens Besynderligheds Skyld vil anfére, nemlig

1 d—yzx
I‘(l—n) f Wl = Ta=m) * “d—i"

eller naar

JYa = f ds, (a—x)n (x==0, x=—a)

saa er

saa er

1 ¢ dn, Yx
=TrQ—m* " dzm

det er:
coeey o dn)x

Ya=r ) * o) (a—z)r (2==0, x==4)
Denne Szining bevises let saaledes: o

antages Za (M), am — qx
saa faaer man ved at differentiere :
Sy (m, k
—= —Za®), mn—1) (m—2) ss s (m——H—l). am—

men m(m—1) (m—2) (m—k4l1) = T (m+41)

T T(m—k+1)
altsaa

digr __ _ T (mfl)

xﬂb—k
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na er \
I"(m + I) el 1 tm, dt
L (m-—-k-[-l I(—k) (l—1p * &
altsaa:

“diyz ;_,.;cnn (zt)™, dt,_
dzy zk, r(—l.)f —tk 6=

men Xg(m) (zt)m — q;::t) altsaa
dw.z 1 ixt) , dt
Tdxk T Zhr(—k) ‘S (I—ijk
Seiles k = —n saa faaec man

s f VED G s gipety ST

(t==0, t=1)

(== 1=2=1)

I‘U’l) 2 (.l‘-—tj' n dx—»n
Men vi have seel at - :
zn Ylxt) . dt
p— e —_——— (=0, I—
rm.ra—mJ ~a—ps &2 =D
.altsaa .
1 d-nyx b ds
— I‘—__’(.l'-n)' _dx_nmaarv.pa_. (—n—-—-a-_'rJn(x:-.:_o,r:a),
g.e.d. '
Differentieres Veerdien for s nGange, saa faaer man
d“s_ ' 1 .
“dzs T I(1—n)" Ve,
altsaa naar s s@lles == @z
ds ga 1 @'z dx
— s r=0
dan — T(i-n) /(a Sy )
Man maa legge Marke til, at i det Foregaaende n

altid maa vare -mindre end 1,
S@ites # = ! saa har man

ya— \/;fa—:c {(x=0, T=a)
l d v.px 1 4
S yx.dz
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Dette er altsaa Ligningen for den sogte Kurve naar
Tiden er = ya. : :
_Af denne Liguing faaes:
L dis
Ve ¥ o
alisan
Naar Ligningen for en krum Linie er s=g¢x,
saa er Tiden, som et Legeme bruger for at giennems

. d'.0a
lobe en Bue, hvis Hoide==gq,lig |7 - T detnes

derste Punke al @ er fast.

1L
Verdien af Udtrykket @ (z+yr-—_l')+@(x—yr—_i).

Saa ofte @ betegner en algebraisk, logarithmisk,
exponentiel eller Cirkel - Funktion, kan man, som be-
kiendt,ahid udirykke den reclleVerdie a[m(x-}—yr:T)
+¢{x—yr:-—l') under en ree! og endelig Form, Der~
imod har man, naar @ beholder sin Almindelighed,-ikke
Lidindtil kanner udtrykke den under en reel og ende-
lig Form, i det mindste ikke saavidt mig er bekjendt,
Man kan gié-e det ved Hjelp af besiemte Integraler
paa folgende Maade,

Udyikler man ¢ (x + ¥ r:i.) og @-\'z;'“?'r'ﬂ:l-)

efter"det Tuilorske Theorem, saa faaer man
oz ty =1 = ¢zty/ =1 o'z

vz 7 Slevz, ylelVz
1.2 L3 3:2:9.0:

-_— e a
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o=yl =) = gz—y} —1. o'z

_-yg@nx o yir_j'@n:x g ¥4 olVa iy
302 1, 2,3, LE3G o,

altsaa:

o+y =1 + o@a—y [ —DH=
& yﬂ @ ‘e yﬂ. @IVI_ yﬁ‘ @V]x
e v Rt 0 % e v o R
For at finde Summen af denne Plaakke, lad os
betragte Biekken: '

2.0z 13,0/ z
L) = * f RN
q’(ﬂ') s i P Lo3
— V232
Multipliceres med e .dt, og integreres fra t——a

til £=—=J-2 saa faaer man

—22t? —3t2
olzt)e , di = q@z. e dt +
-..-”g .Hz —D T TS
o'z f ¢ tdt. &t = f t?dt 4+ &c.
—v21? In+1
Nuer fe . t . dt (t=—a, t=a) =o,
altsaa ‘
”, 13 _vﬂ t"
j:p(x+t)e_ dt = 01‘./; de +
943 " @V s OER
—T—”-g—j?” tz*dc + 12.3.4 'j‘ thdi+ &,
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> —pl 2 -
Lad os betragte In tegrale:/; t2dt (t—=—a,t=—"z)
- 3

s T N\
. 4

—2t L -.a‘ o

@ @in
Man sette t = - saa ere =€ T t=

dat '
dt —=—— altsaa:
2’ i

f g .oy
e tande (t_..--m t:-l-.w)
1 2 g
= — 2 . =
v I ‘/-; .aznddcc__'_,’a__-]-ws
k41
T
( ) }’-(zk_l)(zk—sxzk-a w315

Uzn+1 2:1_;,1:;1-1‘.'

=i + A

an =y '.I.
Indse=ttes denne Veardie saa faaer man :

(] prb e
_/:P(I+t) " S dr—-r# (o:r+ 4, ‘p *
4,8 \

o Y
Z5.m " o +)

Multipliceres med dv,v. 8_..;1;'{79 og mtegrel.es- fra

v——o il 2=— 4 ® saa faaer man: .

r;—ﬁ dve— yftp(x-i-t) e gt’ds-' %

- A @J’a‘x ”29,_, 3
‘-=¢.r./’;"‘vgy2dy L :2 &3 é’_{_““‘”_

23

—

¥4

*) Man see Legendre Exercices de calenl intégral,

5
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Sezttes vy = B saa fager man

fe mya-d_-'-;_;;’ ;n_r f_..ﬁ &‘B(ﬁ:-—-wlﬁ—— o

Nn"er‘/‘g—- tfﬁi Tacifr
= (f=—-e, = +

(—1)o, 2n. Y= (_])n Y““

@n—1)@n—3) « « + 3.1 T N

altsaa { o=t 1) $hnty
J" n I
ﬁ - [ERVR IO ik
g:n = 7 r
0g v, (Bm2) (B 28 -
Aﬂ ) SR r (_I)n.yz;lu.g
220

Indsettes denne Vaerdle, saa faaer man efter at have

dlv:deret med Y+ LF_ Ay 9ilig ¥ oiioh gons
o - 2y ) i y o (3=
B 5 +51
h'./"’dz’e 2 ¢(9-"+z)g.-—j? o

o
.r.f A . < L !
¢W‘ s o o
e S ﬂ . T as e
Den anden Slde af denne ngnmg er '

——¢cx+:r1’—1) + @(x—yr 1)

altsaa:

0 (bl = +9(s—r D=

3 iy 2
2 vdve=—>7 _/‘:’0(&' + r)e___v*t dt{tz—m”:_ "’}
-] =~ V—fn

. Antages # = 0, saa faaer man
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o (y?-)+¢(~;vf-— )=
2 e
o vdve — ﬂ t. e d {t___*_m rr“”+==}
Lad f, Ex. ¢t vere — ¢saa har man

oY =D+ p(—rf =D — +e~7r et

altsaa

2 2 g g (e fev—iw
O

o : .—-—m ey

g0,
gva!
2223

I et
altsaa :

AT

Cosy = /:!v.e W2 (o=, v=+ ®)
Ie

t
Sw,ettes v — -97 saa faaer man

2 i3 -1- . .Y—,
Cos Yy — r-;’ dt, e— & n(t.,.—"_—-—m, t—-+ cn)

Ved at give ¢t andre Verdier kan man udle-
de Verdien af andre bestemte Integraler, men da
det kun var min Hensigt at bestemme Veardien af
q,(x+yr:f]')+¢ (z—y r—:T) vil jeg el opholde
mig derved,

Til Slutning maa jeg bemerke, at paa samme
Maade som jeg af Ligningen

5 *



68 Ahel, Opg. Oplosn. med best. Integraler.

(r=—0, x—0a)

s
V@ = W
har fundet ..f, saaledes har jeg ogsaa af Ligningen
va= [ ¢(za).fx.dz
fondet Funktionen @, hvor ¥ og f ere gwne Eunktio-
ner Inlagralat er taget mellem hvilkesomhelst Graend:

ser; men Opldsningens Vldtlofughed forbyder mig a*
anfore den,




