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MODULARITETSTEOREMET

Modularitetsteoremet sier at en-
hver elliptisk kurve definert over de
rasjonale tallene er modulser. I dette
notatet skal vi se pa bakgrunnen for
teoremet og beskrive de to hovedbe-
grepene som inngar, elliptiske kurver og
modulaere former.

La H veere gvre halvplan av det komplekse
planet, dvs. alle komplekse tall med positiv
imagineerdel. FEn modulser form av vekt
2k for et positivt heltall & er en holomorf
funksjon f pa H, som er slik at for alle heltal-
lige 2 x 2-matriser a = (25) € SLy(Z) sa er

flaz) = (cz + d)* f(2)

og hvor f ogsa er holomorf i det uendelig
fjerne punktet, dvs. nar z — i00.

Virkningen av 2 x 2-matrisen « pa z € H
er gitt ved Mobiustransformasjonen

az+b
cz+d

Ved a substituere o = (1) ser vi at

fz+1) = f(2)

dvs. at funksjonen er translasjons-invariant.

Siden

2miz

2mi(z+1) —e

2miz+2ms

€ =€

kan vi dermed uttrykke f som en funksjon
av ¢ = e*™*. Betingelsen at f er holomorf i
z = 100 er ekvivalent med at funksjonen er
holomorf i ¢ = 0, sa vi kan skrive

f(Z) _ Zan qn7 q= eZTriz

n>0

En bergmt moduler form er den sakalte
diskriminantfunksjonen,

Az)=qJa—a), q=e""
r=1

Ved a bruke denne kan vi lage et annet ek-
sempel pa en modulaer fom

J(z) = Y/ARAL)

Fourier-utviklingen til f som en funksjon i ¢
er gitt ved

q—2¢" = ¢ +2¢" +¢° +2¢° — 2
—2¢" —2¢"° + ¢t —2¢" + . ..
Vi skal komme tilbake til denne rekken, fgrst

skal vi introdusere det andre sentrale be-
grepet, elliptiske kurver.

Elliptiske kurver er en klasse plane kurver
definert ved polynomer av tredje grad.
Likningen

Pty =a® —
er et eksempel pa en elliptisk kurve.

1

0st

stk

Grafen til den elliptiske kurven
E={(z,y) eR*|y* +y =2’ — 2}
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Vi er interessert i antall heltallslgsninger
av likningen modulo et primtall p, dvs.
vi ser etter lgsninger blant restene Z, =
{0,1,2,...,p — 1} nar vi deler med p. La
for eksempel p = 11. Da vil (z,y) = (10,4)
veere en lgsning av likningen y? +y = 2° — x
fordi begge sider av likningen gir samme rest
nar vi deler med 11;

)

4244=20=9 (modll)

0g

10° —10° =900 =9 (mod11)
Generelt lar vi #F, vere antall lgsninger av
likningen i Z,. For hvert primtall p setter vi

ap =p— #E,p

I vart eksempel har vi for p = 2 i alt 4
lgsninger, (0,0), (0,1), (1,0) og (1,1), dvs.
alle mulige rester utgjgr lgsninger, og dermed
as; = —2. For p = 3 har vi ogsa fire lgsninger;
(0,0), (0,2), (1,0), (1,2), som gir ag = —1.
For de neste primtallene er tallene vi leter et-
ter as =1 og ay = —2.

Det vi na ser at for hvert primtall p, sa vil
tallet a, for denne elliptiske kurven tilsvare
¢P-Fourier-koeffisienten til den modulaere for-
men f(z) = Y/A(z)A(11z) gitt over. Sam-
mentreff av denne typen ble fgrst observert av
Tanyama og Shimura, og resulterte i TSW-
formodningen. TSW-formodningen skiftet
navn til Modularitetsteoremet etter at Wiles
beviste at formodningen faktisk er sann.
Wiles beviste at enhver semi-stabil elliptisk
kurve er moduleer. Det er en vakker mate a
si at likheten mellom de to tallrekkene, Fouri-
erkoeffisientene til den modulaere formen og

antallet lgsninger modulo primtall til den el-
liptiske kurven, ikke er noen tilfeldighet.

Den siste delen i beviset for FLT stam-
mer fra Gerhard Frey. Han pasto at der-
som det finnes en ikke-triviell lgsning av FLT,
sa vil det ogsa finnes en ikke-moduleer ellip-
tisk kurve. Denne formodningen ble utviklet
videre av Jean-Pierre Serre og senere bevist
av Ken Ribet. Sammen med modularitetste-
oremet gir dette et bevis for FLT.

Figuren illustrerer virkningen av den mod-
ulere gruppa SLe(Z) pa det gvre haluplanet.
Det skraverte omradet kalles ofte fundamen-
talomradet.

p | #Ep | ap

2 4 |-2

3 4 | -1

5 4 1

7 9 |-2

11 10 | 1

31 9

171 19 | -2

191 19 |0
Sammenlign sekvensen av tall 1 hoyre
kolonne  med  primtalls-koeffisientene 1

Fourier-utviklingen til den modulere formen

Y A(2)A(11z) gitt pa forrige side.



